Regolazione e Controllo dei Sistemi Meccanici — 27-06-2008

Si consideri lo schema di principio di un apparato sperimentale riportato in figura 1.

Figure 1: Apparato sperimentale.

Il principale componente dello schema consiste in un motore lineare. Esso puo essere visto come un
motore rotativo di raggio infinito. Gli avvolgimenti elettrici destinati a formare il campo magnetico, e
costituenti la cosi detta parte statorica del motore, sono distribuiti lungo tutta ’asta. La parte mobile del
motore, cioe il rotore, ¢ il carrello di massa m posto sopra all’asta. Il movimento del carrello & possibile
grazie al campo magnetico generato dagli avvolgimenti elettrici che agiscono sul carrello di materiale
ferromagnetico. La dinamica del motore lineare ¢ sostanzialmente analoga a quella di un classico motore
rotativo. Indicando con R e L la resistenza e 'induttanza degli avvolgimenti, con v la tensione ai capi
degli stessi, e con ¢ la corrente che vi scorre, la dinamica delle variabili elettriche nel circuito statorico e
quindi descritta dall’equazione differenziale

di .

LdtJrszv Ve (1)
dove v = k.y € la tensione contro-elettromotrice indotta sugli avvolgimenti statorici, provocata dal
movimento del carrello sull’asta. La forza motrice generata dal motore & proporzionale a sua volta alla
corrente statorica F,, = K,,i, secondo una costante di proporzionalita K,,. Il carrello ¢ inoltre collegato
tramite una molla di costante elastica K7 ad una estremita dell’asta sulla quale scorre con attrito viscoso
b.

L’asta a sua volta € incernierata sulla mezzeria ad una puleggia di raggio r sulla quale, per mezzo
di una corda inestensibile, agiscono due molle di costante elastica K, che ne permettono la rotazione di
angolo #. La dinamica delle variabili meccaniche e descritta quindi dalle seguenti equazioni differenziali

(J + my2) 0 +~0 4 2myyb + 2K 1260 + mgy cos @ = 0 (2)
mij + By — mb*y + K1y + mgsin 0) = Kpni. (3)
dove « e il coefficiente di attrito viscoso localizzato sull’asse di rotazione della puleggia.

A Supponendo che il sistema sia controllato dalla tensione v e che la variabile di controllo sia la posizione
angolare 6 della puleggia, si determini il regime di equilibrio, in forma simbolica, corrispondente al
punto di lavoro desiderato 8 = 0 costante;

B Supponendo di disporre della misura della posizione angolare 6 della puleggia e di poter controllare la
tensione di alimentazione v del motore, si determini una rappresentazione del sistema linearizzato
in forma di stato, in forma simbolica, intorno all’equilibrio corrispondente a 8;

Si considerino i seguenti valori numerici: R = 0.5, L = 50 mH, K. = 0.5 V-s/m, K,, = 1 N/A,
g =981 m/s? J=75-10"3 Kgm?/rad, b = 2 N-s/m, K = K; = 64.9 N/m, r = 0.5 m, Las, =
3m, m =4 Kg, v = 2 N-m-s/rad. Supponiamo, inoltre, di essere interessati al punto di equilibrio
corrispondente a § = —7 /6 rad.

C Si scriva la funzione di trasferimento del sistema e si tracci ’andamento qualitativo dei modi associati,
specificandone i parametri di interesse.



D Si determini una legge di controllo per la tensione v di alimentazione del motore che agisca in modo
da garantire le seguenti specifiche:

d1) a partire da condizioni iniziali nulle, la posizione angolare € della puleggia deve raggiungere il
valore di regime con errore minore del 2%, portandosi entro tale tolleranza in meno di 50 ms;

d2) ipotizzando che sulla tensione v utilizzata come ingresso di controllo, agisca un disturbo addi-
tivo a bassa frequenza del tipo d,(t) = A, sin(w,t) V, con w, < 2rad/se A, = 1.9V, si deve
garantire che l'effetto sull’uscita 6 sia inferiore a +0.001 rad;

d3) si supponga che il potenziometro che misura l’angolo di rotazione della puleggia garantisca
una misura corretta per frequenze inferiori a 477.5 Hz, ma sia affetta al di sopra di queste
frequenze da un errore pari al massimo a 0.01 rad. Si desidera che 'effetto sulla regolazione
dell’uscita sia inferiore a +3 - 10~ rad.

Si riporti esplicitamente il controllore ottenuto ed il diagramma di Bode del guadagno di anello con le
relative specifiche da rispettare.



Soluzione

A 1l sistema e descritto da cinque variabili di stato 6, y, 1, 0 e 9. Essendo I'equilibrio caratterizzato dalla
posizione angolare # della puleggia costante e pari al valore § generico, si ricava che 6=60=0ce
y = 0. Sostituendo tali valori nelle equazioni dinamiche, si ottiene un sistema di tre equazioni in tre
incognite, la tensione di alimentazione dell’avvolgimento del motore, la corrente che in esso scorre,
e la posizione del carrello sull’asta. Il sistema ¢ il seguente:

2K7%0 4+ mgijcosf =0
mgsind + K1y = K,, I
v=RI

dalle quali otteniamo,

_ 2K 0r?
y = ———=

mg cos 6
P mgsinf + K13 _ m2g?sin 20 — 4K, Kr%0

N K., N 2mgK,, cosf
_ m292 sin 20 — 4K, Kr20
v = — R
2mgK,, cosf

con 0 # 7/2 + kn. In realtd, questa configurazione & ottenibile solo se il carrello di massa m riesce
a generare un momento sull’asta tendente all’infinito. Questo valore & ottenibile solo se il braccio
tende ad infinito.

B Per ottenere il sistema traslato nel punto di equilibrio calcolato in precedenza, ¢ sufficiente definire le
variabili errore ¥ = [¥1, T2, T3, 74,757 = [0 — 0,y — 5,i — 1,0,9]7, © = v — . In questo modo il
sistema avra una rappresentazione di stato con equilibrio nell’origine per ingresso nullo, riportata

di seguito
T = T4
To = T3
iy=—8(33+1) — Beis + 1 (0 +0) (4)
Ty = m [—YE4 — 2m (T2 + §) Tads — 2K1? (Z1 + 0) — mg (Z2 + ) cos (1 + 0) ]
I5= (T2 +7) 33— gsin(F1 +9) — 275 — L1 (3o +9) + E= (33 + 1)

dalla quale, derivando, si ottiene il sistema linearizzato nel generico punto di equilibrio, nella con-
sueta forma di stato

& = Ai+ B0
z = Cz+Dv
dove:
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
A = 0 0 ass 0 ass | B = b31
ag1 azz 0 agq  ags 0
as1  as2 453 G54 a5 0
C =[10000; D=0



con:

R K.
ass = > ass =~
mgysinf — 2K r?
ay = ;
o J + my?
4mKr250 + m?gy® cos§ — mgJ cos 6
aq2 = ;
(J +miy2)° ’
a - T . ags = 0;
44 TrmpE 45 ;
N Kl m
as1 = —gcos; as2 = ——3 asz = ——3
m m
b
ass = 0; ass = ——
m
1
bs1 = 7

C 1l calcolo della funzione di trasferimento tra l'ingresso v e 'uscita 6 del sistema puo essere effettuato
in due modi diversi; il primo richiede ’applicazione della seguente formula

=C(s[—A) "B,
ZER.
mentre il secondo richiede I'applicazione della trasformata di Laplace al sistema dinamico, costituito
dalle sue equazioni differenziali, e procedere poi per sostituzione. Indipendentemente dalla strada
percorsa, sostituendo i valori numerici dati, la funzione di trasferimento diviene complessivamente

—168.65

G(s) = :
() (s 4 9.766) (52 + 1.005 5 + 8.038) (s2 + 1.714 5 + 50.2)

La funzione di trasferimento presenta due coppie di radici complesse e coniugate a parte reale
negativa: ;o =~ —0.8571 £ 37.0331 = 0y £ jwi, le quali generano modi oscillanti con pulsazione
naturale wyp ~ 7.09 rad/s e smorzamento 6; ~ 0,12 (figura 2-a,b), Az 4 ~ —0.5025 £+ 2.7902 =
092 + Jwa, le quali generano modi oscillanti con pulsazione naturale wya & 2.84 rad/s e smorzamento
02 =~ 0,18 (figura 2-c,d), e una radice reale negativa A5 ~ —9.7659, che genera un modo esponenziale
decrescente (figura 2-e). In figura 2-f ¢ riportata anche la risposta impulsiva della funzione di
trasferimento G(s).

D 1l sistema risulta asintoticamente stabile con i valori numerici dati. Pertanto il progetto di un con-
trollore che permetta al sistema complessivo di rispettare le specifiche puo essere affrontato diret-
tamente sui diagrammi di Bode (la G(s) ¢ anche a fase minima). Facendo riferimento al progetto
di un controllore del tipo

ke
st

C(s) = =C(s), con C(0) = 1,

iniziamo con la scelta del tipo t e della costante di guadagno k. del controllore basandoci sulle
specifiche statiche.

d1l La specifica impone un errore di inseguimento al piu pari al 2% del valore desiderato per
riferimenti costanti di ampiezza generica 6. A questo scopo & sufficiente un controllore di tipo
“0” con guadagno statico scelto in base alla relazione

1 1-0.02
—— < 0.02 ke > ———— =1145.
1+ kGO) — 0 7 "= 50260

Percio, in definitiva, affinche sia rispettata la specifica sull’errore a regime, € necessario che

keG(0)| = 34db.
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Figure 2: Modi propri del sistema: modi oscillanti e smorzati (a,b,c,d) e modo esponenziale negativo (e),
ottenuti con il comando initial di Matlab. La risposta impulsiva della funzione di trasferimento G(s) ¢
riportata in (f), ottenuta con il comando impulse di Matlab.

Nella seconda parte della specifica, ¢ richiesto un tempo di assestamento al 2% del valore di
regime, pari a 0.05s, senza alcuna specifica sulla sovraelongazione. Tentiamo di esaudire le
specifiche sul tempo di assestamento progettando un controllore che permetta di approssimare
il sistema in anello chiuso con un modello ad un polo dominante, cio¢ un sistema del primo
ordine, rispetto al quale, il legame tra banda passante e tempo di assestamento e

4
wr = = wr > 80 rad/s

a

Il diagramma di Bode con i vincoli sulla pulsazione di taglio wp sono riportati in figura 4.

d2) supponendo che il sistema controllato a ciclo chiuso sia asintoticamente stabile (attraverso
Pazione esercitata dal controllore C(s)) ¢ possibile applicare il teorema della risposta armonica.
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Figure 3: Diagramma di Bode della f.d.t. G(s).
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Figure 4: Diagramma di Bode della f.d.t. G(s) con specifica sulla banda passante.

La funzione di trasferimento tra il disturbo di attuazione e I'uscita 6 del sistema e data da
_ GGw)
1+ C(jw)G(jw)
Applicando, quindi, il teorema della risposta armonica
y(t) = |G (jw)|Av sin(wst + LG(jw)) ,

questa specifica ¢ equivalente a richiedere che, per pulsazioni w < 2 rad/s, si abbia |y(t)| <
0.001 rad. Facendo riferimento al caso peggiore, si consideri la valutazione cautelativa | sin(w,t+
/G(jw))| = 1 e, dal diagramma di Bode di G (fig. 3) si prenda l'amplificazione massima
nel range frequenziale considerato (pari al guadagno statico di G equivalente a 0.0428 —
—27.37 db, rilevabile sui diagrammi di Bode o calcolabile esplicitamente imponendo s = 0
nella f.d.t. di G(s)). In questo caso la specifica richiede,

1.9G(jw)
1+ C(iw)G(jw)

Y (iw) D, (jw) = G(jw) Dy (jw) -

< —60db.



Approssimando la G(jw) a numeratore della relazione a primo membro con il valore che essa
assume nel range di frequenziale considerato, cioe con il suo guadagno statico, otteniamo

1.9-0.042
‘ 9 0.0428 < —60db.

1+ C(iw)G(jw)

Percio, per basse frequenze si cerca un guadagno elevato di C(s)G(s) e quindi un controllore

. | C(s)G(s)
C(s) tale per cui ‘W

> 60 db, o, equivalentemente
db

IC(5)G(s)| > 38 db,

per pulsazioni inferiori a 2 rad/s. Il vincolo relativo a questa specifica & riportato esplicitamente
nella fig. 5.
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Figure 5: Diagramma di Bode della f.d.t. G(s) con specifica sulla banda passante e disturbo di attuazione.

d3 1l terzo quesito si riferisce ad un disturbo di misura. Sia quindi v il disturbo sul sensore di

posizione e si indichi con
C(s)G(s)
romaE”®

la f.d.t. tra il disturbo di misura e 'uscita del sistema. Nella specifica analizzata in questo
punto si richiede un basso guadagno della funzione d’anello C' (s) G (s) per pulsazioni superiori
a circa 3-10% rad/s in modo che Peffetto sull'uscita sia inferiore a 3-10~* rad quando il disturbo
di misura ¢ al suo massimo valore di 0.01 rad. Questo si traduce, applicando il teorema della
risposta armonica, in una richiesta di attenuazione del disturbo pari a 0.03, ossia

Q(s) =

|C(s) G (s)| = —=304db,

per pulsazioni maggiori o uguali a 3-10° rad/s. Le limitazioni relative a questa specifica sono
riportate in figura 6

Una possibile soluzione per il controllore C(s) & la seguente

(52 4+ 1.005s + 41.95) (s + 1.739s + 52.16)

O(s) = —188182041603379
() (s + 3000)*

Il diagramma di Bode della funzione di trasferimento in anello aperto & riportato in fig. 7. Si noti
che il controllore presenta un guadagno abbastanza elevato necessario per rispettare la specifica
sull’errore a regime ma soprattutto quella sul disturbo in bassa frequenza che si presenta piu restrit-
tiva della precedente. Il valore negativo di questo parametro ¢ dovuto alla presenza di un guadagno
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Figure 6: Diagramma di Bode della f.d.t. G(s) con specifica sulla banda passante, disturbo di attuazionee
di misura.
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Figure 7: Diagramma di Bode risultante dal progetto della f.d.t. d’anello C(s)G(s).

negativo anche della f.d.t. G. La doppia coppia, non coincidente, di zeri complessi coniugati in
prossimita del doppio polo del sistema a pulsazione maggiore permette di ottenere un attraversa-
mento del diagramma di Bode della f.d.t. in anello aperto con pendenza pari a —20 db/dec e, allo
stesso tempo, confinare l'intero luogo delle radici nel semipiano sinistro. La specifica sulla banda
passante sarebbe gia ampiamente verificata tuttavia e necessario I'inserimento anche di quattro poli
reali in alta frequenza per due motivi principali: il primo e legato alla necessita di rendere causale
il controllore; il secondo ¢ invece legato alla specifica sul disturbo di misura in alta frequenza. La
presenza dei quattro poli in alta frequenza permette infatti di abbassare il diagramma del modulo
in corrispondenza delle frequenze caratterizzanti il disturbo. In fig. 8 & riportato il diagramma di
Bode del sistema controllato. Come si puo notare dalla fig. 9, dove & riportata la risposta al gradino
del sistema controllato, il tentativo di ottenere un sistema a ciclo chiuso del primo ordine non e
stato possibile: la risposta e, infatti, al piti quella tipica di un sistema del secondo ordine. Tuttavia,
la risposta presenta un tempo di assestamento inferiore a quello desiderato.



Bode Diagram

From: r Toty

Magnitude (dB)

-100 (— =

90 —

-180

Phase (deg)

-360 (—

~450 = i T A S AR A A | L L ieiiini ] L S P PN T | i TR S A A | i PPN e e =
10 10 10" 10° 10" 10°
Frequency (rad/sec)

Figure 8: Diagramma di Bode del sistema controllato.
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Figure 9: Risposta al gradino del sistema controllato.

Nella fig. 10 e inoltre riportata la risposta del sistema controllato nel caso in cui, come da specifica,
Perrore sulla tensione sia di tipo sinusoidale con pulsazione inferiore o uguale a w = 2 rad/s.
Il grafico puo essere ottenuto da Matlab utilizzando il comando Isim ed impostando un ingresso
sinusoidale di pulsazione desiderata ed ampiezza 1.9 V. Il sistema al quale l'ingresso e applicato ha
come funzione di trasferimento G(s)/(1+ C(s)G(s)).

Nella fig. 11 ¢ invece riportata la risposta del sistema controllato nel caso in cui, come da specifica,
I’errore sulla misura dell’uscita sia di tipo sinusoidale con pulsazione maggiore o uguale a w =
3103 rad/s. 1l grafico pud essere ottenuto da Matlab utilizzando il comando lsim ed impostando
un ingresso sinusoidale di pulsazione desiderata ed ampiezza 0.01 rad. Il sistema al quale I'ingresso
¢ applicato ha come funzione di trasferimento C(s)G(s)/(1 + C(s)G(s)).
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Figure 10: Risposta del sistema controllato ad un segnale sinusoidale 1.9 sin(2¢) applicato come disturbo
di attuazione (a) e relativo zoom (b).
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Figure 11: Risposta del sistema controllato ad un segnale sinusoidale applicato come disturbo di misura
(a) e relativo zoom (b).



