Regolazione e Controllo dei Sistemi Meccanici — 13-01-2010

Si consideri il modello dinamico di un aquilone (figura 1).

Figure 1: a) Foto di una aquilone reale che vola ad alta quota. b) A sinistra rappresentazione dell’aquilone
dal punto di vista del pilota, a destra vista frontale dell’aquilone con visualizzazione dell’angolo di rollio

.

L’aquilone, di forma romboidale con asse trasversale (e;) minore di quello longitudinale (e;), € tenuto
per mezzo di due fili ancorati alle estremita dell’asse minore. Le corde permettono di controllare ’angolo
1 = arcsin(Al/d) di rollio dell’aquilone, dove Al ¢ la differenza di lunghezza dei due fili e d la misura
dell’asse trasversale. La posizione p € R? del baricentro geometrico dell’aquilone puod essere rappresentata
nello spazio 3D scegliendo 1'origine come posizione del pilota ed introducendo le coordinate polari (6, ¢, r).
Introducendo poi una terna locale con origine nel baricentro geometrico dell’aquilone e caratterizzata dai
versori (eg, ey, €r), e supponendo che r = 7, cioé che la distanza dell’aquilone dall’origine si mantenga
costante, le equazioni che descrivono la dinamica del sistema meccanico possono essere scritte nella forma

6 = % + sin 6 cos ¢

E, 200

¢ = rMsinf tanf’

dove M ¢ la massa dell’aquilone. Supponendo poi che I'asse longitudinale e; si mantenga sempre nella
direzione individuata dal versore eg, allora le componenti Fy e Fy della forza cui é soggetto I’aquilone
Sono:

Fy = Mgsinf+ %pAC’D [vﬁ, +7? (02 —|—é)2sin20) — 2ruy, (9cos¢6059—gi;sin¢sin0)}
Fy = —%pAC’L [vﬁ, +7? (02 —|—é)2sin20) — 2ruy, (9cos¢6059—gi;sin¢sin0)} sin,

dove g & laccelerazione di gravita, p e la densita dell’aria, A area caratteristica dell’aquilone, Cp e Cf,
il coefficiente di drag e lift rispettivamente e infine, v,, la velocita del vento.

A Si determini il regime di equilibrio, in forma simbolica, corrispondente al punto di lavoro desiderato
¢ = ¢ costante;

~ Supponiamo che la velocita del vento sia v, = 6 m/s, e che la coordinata polare di equilibrio sia
¢ = w/4. Consideriamo il modello linearizzato approssimato vicino all’equilibrio associato a ¢ = ¢ dato
dalla seguente f.d.t. tra I'ingresso ¥(s) e I'uscita misurata ©(s):

Gy = O _ _ 2310303 - 5.04
8= U(s)  s(s24(0.25v0 s — Da(vw))|, g  s(s?+1.155—0.75)’

dove a(vy,) = cos (arcsin (—18.35- 1073 v2))).

B Si determini una legge di controllo per I'angolo di rollio ¥ dell’aquilone che agisca in modo da garantire
le seguenti specifiche:



b1l) lerrore a regime per ingresso polinomiale del tipo r(t) = a + bt, con a costante e b < 3, deve
mantenersi inferiore a 0.1 rad;

b2) la coordinata polare 6 deve portarsi da zero ad un valore compreso nell’intervallo 6 4 0.050 in
un tempo non superiore a 13 ms senza mai eccedere un valore limite di 1.26;

b3) in presenza di errori di stima della velocita del vento di ampiezza massima +1 m/s, l'errore
relativo sull’uscita corrispondente a ingressi sul campo di frequenze 0 < w < 10 rad/s, sia
minore del £25%.

Si riporti esplicitamente il controllore ottenuto ed il diagramma di Bode del guadagno di anello con le
relative specifiche da rispettare, nonche la risposta al gradino unitario, il diagramma di Bode del sistema
in anello chiuso e il diagramma a blocchi complessivo.

C A partire dalle equazioni dinamiche dell’aquilone, si determini una rappresentazione del sistema in

forma di stato, intorno all’equilibrio desiderato ¢ = ¢.

D si scriva il codice di un programma che simuli numericamente il sistema ricavato al punto precedente
disponendo di un convertitore A/D e D/A con tempo di campionamento Ts generico ed ipotizzando
di utilizzare il metodo delle differenze all’avanti.



Soluzione

A 1l sistema e descritto da quattro variabili di stato 6, ¢, 0 e <Z) Essendo I’equilibrio caratterizzato dalla
coordinata polare ¢ dell’aquilone costante e pari al valore ¢ generico, si ricava che d) = d) = 0.
Inoltre, essendo 'equilibrio caratterizzato da valori costanti di tutte le variabili che compaiono nelle
equazioni dinamiche, si ha che 6 = 6 = 0. Sostituendo tali valori, si ottiene un sistema di due
equazioni in due incognite, I’angolo di rollio 7 e la coordinata polare , che sono

=0

<

. AC
f = arcsin ( w) )

2Mg

B Per il teorema di Descartes, la f.d.t. associata al sistema linearizzato attorno all’equilibrio corrispon-
dente a ¢ =7 /4 possiede un polo a parte reale positiva: il sistema & quindi instabile. Conseguente-
mente, prima di progettare un controllore in grado di soddisfare sia le specifiche statiche che quelle
dinamiche, sara necessario procedere con il progetto di un primo controllore stabilizzante e succes-
sivamente realizzare un controllo in cascata come riportato in figura 2. La f.d.t. G(s) espressa in

S Gos) —————-— -
\
(O Cafs) :,, 5 Cifs) Gs) |+~
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Figure 2: Schema a blocchi complessivo (controllo in cascata).
forma fattorizzata ¢

5.04
s(s+1.61)(s—0.46)°

e presenta un polo nell’origine e due poli semplici di cui uno a parte reale negativa e uno a parte
reale positiva.

G(s) = —

La progettazione di un controllore stabilizzante si effettua utilizzando la tecnica del Luogo delle
Radici. In figura 3 & riportato il luogo delle radici di G(s). Essendo la costante K3 = —5.04 <
0, il grafico riportato in figura & in realta il luogo inverso delle radici. Un possibile controllore

Figure 3: Luogo delle radici della f.d.t. G(s).



stabilizzante e
7424 (s? + 11 s + 60.05)
s%2 4+ 57.58 s + 2436

Tale controllore presenta un guadagno negativo, una coppia di zeri e una coppia di poli entrambi
complessi coniugati e a parte reale negativa. Il guadagno negativo € necessario per ottenere il luogo
diretto della f.d.t. d’anello, eliminando di conseguenza il ramo sull’asse reale positivo del piano
complesso. Il luogo delle radici che si otterrebbe ponendo un controllore puramente proporzionale
con Kj; = —1 e costituito ancora da due rami nel semipiano positivo ma uscenti dall’asse reale in un
punto compreso fra il polo nell’origine e il polo instabile. Per attirare tali rami nel semipiano sinistro
¢ opportuno inserire una coppia di zeri complessi coniugati nel semipiano sinistro. Aggiustando poi
il guadagno del controllore si otterrebbe una f.d.t. in anello chiuso asintoticamente stabile. I1
controllore tuttavia non sarebbe realizzabile: la coppia di poli complessi coniugati nel semipiano
sinistro presenti nel controllore Cy(s) & stata inserita proprio per soddisfare i requisiti di causalit.
La figura 4 riporta il luogo delle radici della f.d.t. C1(s)G(s).

Cl (S) =

Root Locus for C,(s)G(s)

Imag A

—a0|—

Figure 4: Luogo delle radici della f.d.t. C1(s)G(s).

La f.d.t. dell’anello stabilizzante ¢

Go(s) = Ci(s)G(s) 37450.64 (s* + 11 s + 60.05)
T EC()G(s) (s + 10.88)(s2 + 8.86 5 + 138.1)(s2 + 39 s + 1497)

il cui diagramma di Bode & riportato in figura 5.

Il progetto di un secondo controllore del tipo
Cals) = Cols)  Co(0) > 1,

tale da soddisfare le specifiche statiche e dinamiche puo essere fatto direttamente sui diagrammi di
Bode in quanto la f.d.t. Ga(s) sulla quale il controllore C3(s) agisce & asintoticamente stabile.

b1l) La specifica statica richiede che l’errore a regime per un riferimento polinomiale costituito dalla
somma di un gradino di ampiezza a generica e una rampa lineare con pendenza b < 3 deve
mantenersi limitato. Questo puo essere garantito progettando un controllore di tipo “1” (t=1)
con guadagno statico K > K. Cosi facendo, I'effetto del gradino di ampiezza a sull’errore a
regime viene completamente annullato mentre gli effetti della rampa lineare sono limitati dalla
opportuna scelta di K. Questultimo pud essere determinato applicando il teorema del valore
finale, cioe

lim e(t) = lim > b b < 5 <0.1
1 = 11 — 1.
t— o0 s—0 1 4+ % Co(s)GQ(s) 52 KOO(O)GQ(O) — KGy (O) -



Open-Loop Bode for G,(s)

[ em:seods
Freq: 43 radisec
Stable loop

P.M.: 44.8 deg
Freq: 30 rad/sec

Figure 5: Diagramma di Bode della f.d.t. Ga(s).

Questo si traduce in una richiesta sul valore minimo che deve avere il guadagno di velocita
della f.d.t. d’anello C2(s)Ga(s), ovvero |K G2(0)| > 30dB. In particolare, poiche G(0) ~ 1 si
deve avere K = 30.

b2) la seconda specifica puo essere soddisfatta qualora la f.d.t. a ciclo chiuso G.(s) sia un sistema
a due poli dominanti (ovvero approssimabile con un sistema del secondo ordine), rispetto al
quale le specifiche sulla sovraelongazione e tempo di assestamento al 5% si traducono, nel
dominio della frequenza, come segue:

)

S:e(_vl*52> = 6§ =0.46 = My ~ 46 deg
wr = 55 = wr ~ 500 rad /s

Il diagramma di Bode con i vincoli sulla pulsazione di taglio wy sono riportati in figura 6.

b3) Si vuol limitare Veffetto sull’uscita 6 di una imprecisione sul parametro v,, rispetto al suo

valore nominale. Indicando con G.(s) = 1532%2 la f.d.t. in anello chiuso complessiva e con

Gy = 1-?10?6* quella dell’anello stabilizzante, allora la specifica richiede che

’A@(S)
O(s)

_ ‘AGc«s)
Ge(s)

<0.25, s=jw, 0<w<10.

Procedendo come di consueto, si ottiene

_ 1 1 9Gsy(s) oo
= T G666 Ga() 9G(s) S

1 AG(s)

Ay,

= SC21G25017GS’U11710(S) )
Vw

dove, considerando che G(s) = (s> Si ha

_ 0G(s,vy) v
Sowo(8) = —5 = G(s) d(s) ’

V=6




Open-Loop Bode for (30/5)G(s)
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Figure 6: Diagramma di Bode della f.d.t. %Gg(s) con specifica sulla banda passante e sul guadagno di
velocita dell’anello aperto.

con
Kq = cos (arcsin (723 .1073 vﬁ}))

0 2(23)210%0)

C/1-(23)210 54

2

)

e sostituendo 1 valori numerici si ottiene

352 -9.925—6.755
s24+1.155—0.75

S'Uwao(s) =

Osservando che

s(st + 58.73 3 + 2501 52 + 2750 s — 1829)
5+ 58.73 51 + 2501 53 + 4.02- 10 2 + 4.1 - 105 s + 2.25 - 106

Scy.6(s) =

si ottiene che per la f.d.t. S, ,¢Su, .0(s) il diagramma di bode delle ampiezze riportato in
figura 7 dal quale si osserva che

[Sc.c(8)Suy,0(8)] <3.76, s=jw, 0<w<I10.

Il soddisfacimento della specifica si traduce percio nel richiedere che

1
= <0.25,

3.76
3

14 Cs (S)GQ (S)

Per soddisfare questa specifica si deve avere un valore elevato per il guadagno di anello, ovvero
C5(8)G2(s) > 1. In definitiva, si ottiene

0.25-3

|Ca(s)G2(s)] > 201og ( ) ~ 14dB,.

La figura 8 riporta i diagrammi di bode di %Gg (s) con tutte le specifiche riportate, compresa
quest’ultima sulla sensitivita parametrica.

Progetto del controllore. Possiamo progettare un controllore in grado di rispettare tutte le
specifiche richieste procedendo come segue. Si ponga una coppia di zeri complessi coniugati a
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%Gg (s) con tutte le specifiche riportate, compresa quella sulla

cancellare la corrispondente coppia di poli stabili della f.d.t. Gz(s). Questo, con un adeguato valore
del guadagno, permette un attraversamento oltre la banda passante richiesta (wr = 500 rad/s) con
pendenza pari a -40 dB/decade. Per alzare il valore del margine di fase si inserisce, vicino alla
pulsazione di taglio, una rete anticipatrice

Ts+1

s+ 46.48

R(s) =k =

ars+1  s+1300°



Con questa rete anticipatrice, si ottiene un andamento caratterizzato da pendenza pari a -20 dB/decade
prima della pulsazione di taglio e pari a -40 dB/decade immediatamente dopo, cioé un andamento
che i sistemi a fase minima devono avere in anello aperto affinche la f.d.t. in anello chiuso sia
ben approssimabile con un doppio polo dominante e M; = 45 deg. Tuttavia, il controllore non e
realizzabile: per soddisfare anche questo requisito si inserisce un polo in alta frequenza almeno una
decade piu veloce della pulsazione di taglio. Il controllore finale e

_ 3158918(s + 46.48) (52 + 8.44 5 + 132.8)

Ca(s) s(s + 1300)(s + 6.58 - 10%)

In figura 9 sono riportati i diagrammi di bode della f.d.t. C3(s)G2(s) con le relative specifiche.

Open-Loop Bode for C(5)G,(5)

60 T T T T
.
\\
40 — T i
Tr—obe— *o—
20 T —i
—
0 = NUSERE VNE: DU S0t S-S U IR SR S S - —
R —
8 \
s .
K e
g 40 . i
2 ~
60 N i
.
-80
GM.33.7 dB
<100 Freq: 9.22¢+003 rad/sec h
Stable loop
120 Ll i i T
0 T e T B T R At T T T T
r\\
45 N H
[ \
// ~
90 o H
5 —
3
5 15— \\ i
g T
o e
L R T e B Tt s o B I S M Bl S S B S i
\\
2250 : EREN : o Tl
PM.49.3 deg
Freq: 1.07e+003 rad/sec

270 = L TS poodobd] - | ! b | ! L Lot L Lot L Lol
10" 10° 10 10’ 10 10° 10°
Frequency (rad/sec)

Figure 9: Diagrammi di Bode della f.d.t. C2(s)G2(s) con tutte le specifiche riportate.

La f.d.t. complessiva del doppio anello ¢

118303506015 (s + 46.48)(s2 + 10.99s + 60.05) (s + 8.437s + 132.8)
(s + 6.58 - 10%)(s + 47.76)(s2 + 10.98s + 58.66) (s> + 8.4535 + 132.9)(s2 + 12645 + 1.79 - 10) ’

G(s) =

di cui in figura 10 & riportata la risposta al gradino. Come si puo osservare la risposta € molto
simile a quella relativa ad un sistema del secondo ordine, quindi si puo concludere che il tentativo
di progettare un controllore che renda il sistema in anello chiuso un sistema a due poli dominanti e
comunque riuscito e le specifiche sul tempo di assestamento e sulla sovraelongazione sono rispettate
ampiamente. Infine, in figura 11 sono riportati i diagrammi di bode della f.d.t. complessiva G.(s).

C Indicando con & = [Z1, Zo, T3, 504]T =[0-6,¢—09, 0, qb]T le nuove variabili di stato e con @ = 1 il
nuovo ingresso, si ottiene il seguente sistema in forma di stato nonlineare, traslato nell’equilibrio!,

T1 =123

Ty =4

2 B | (s L d o (1)
Ty = ~222 4 sin (&1 + 0) cos (T + 6) &3
f4:%—2cot(fl+é)5354

111 sistema nonlineare cosi ottenuto avra l’origine come nuovo punto di equilibrio.



Risposta al gradino del sistema controllato
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Figure 10: Risposta al gradino del sistema controllato G.(s).
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Figure 11: Diagrammi di Bode della f.d.t. G.(s).
dove,
L N 2 <2 . 2(~ | 7
Fy(#,a) = Mgsin (31 +0)+ §pAC’D (02 +r? (23 + 27 sin® (31 +0)) +
— 27 Uy (:7:3 cos (52 + gi_)) cos (:7:1 + 5) — X4 8In (52 + gi_)) sin (:7:1 + 5))]
L 1 2 <2 o 2(n 7
Fy(z,a) = 7§pAC’L [v2, + 1% (&5 + &5 sin® (&1 +0))

—27 vy (:7:3 cos (52 + gi;) cos (:7:1 + @) — X4 8In (52 + gi;) sin (il + 9))] sint .
Al fine di ottenere il sistema linearizzato nella consueta forma di stato,
=A%+ Bi
y=Cz+ Du

¢ necessario determinare gli elementi delle matrici A, B, C' e D derivando ciascuna equazione del
sistema (1) rispetto a ciascuna variabile di stato inclusa nel vettore & e calcolando poi il risultato



nell’origine, nuovo equilibrio del sistema (1). Le matrici del sistema sono:

0 0 1 0 0
0 0 O 1 0
A = B =
az1 0 asz asq 0
0 0 0 0 ba1
c = p, 0 0 O} D=0
in cui si ha:
a31:gCOS§
r
ACp vy, - -
as3 = —pTD cos ¢ cos 6
ACpvy . 7 . &
asy = pTD sin ¢ sin 6
pACLUi
by = ————=.
2r M sin 0

D) Partendo dalla forma di stato ottenuta al punto precedente, cioe dalle matrici A, B, C, D, ed utiliz-
zando il metodo delle differenze in avanti si ottiene

i(k+1) = Az(k) + Bu(k)
ylk+1)=Cuz(k)+ Du(k),

dove A=T+AT e B=BT.

Il codice che realizza una simulazione del controllore in forma discreta puo essere scritto in un
linguaggio che permette le operazioni tra matrici (ad esempio Matlab) nel modo seguente:

T=Ts; 7% scelta del tempo di campionamento T.

% Punto di equilibrio.
phi_eq = pi/4; theta_eq = arcsin(-(rho*v_w~2xArea*C_D)/(2*Mx*g)) ;
% Elementi delle matrici dinamiche.
a31=g/r; a33=-2x(v_w/M)*cos(phi_eq)*cos(theta_eq);
a34=2x(v_w/M)*sin(phi_eq) *sin(theta_eq) ;
b41=-(rho*A*C_L*v_w"2)/(2*r*M*sin(theta_eq));
% Calcolo delle matrici.
A=[1, 0, 0, 0;0, 1, 0, 0;0, O, 1, 0;0, 0, O, 1]1+...
[o, o, 1, 0; 0, 0, O, 1;a31, 0, a33, a34;0, 0, 0, O]x*T;
B=[0;0;0;b41]1*T; C=[1, 0, 0, 0]; D=0;
x=[0;0;0;0]; %condizioni iniziali
A
% ciclo indefinito fino ad interruzione
while(condizione_arresto == 0)
u = input(’Next Input’); % Leggi ingresso
y=C*x+Dx*u;
disp(y); % Scrivi uscita
x=A*xx + Bx*u;
end



