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  di	
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+	
  Metodo	
  della	
  matrice	
  della	
  	
  
funzione	
  di	
  trasferimento	
  (2/3)	
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+	
  Metodo	
  della	
  matrice	
  della	
  	
  
funzione	
  di	
  trasferimento	
  (3/3)	
  

k21 
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k12 

1 2 

k02 

k01=sym('k01','positive');
k21=sym('k21','positive');
k12=sym('k12','positive');
k02=sym('k02','positive');
vol=sym('vol','positive');
s=sym('s')

A=[-(k01+k21) k12
    k21 -(k12+k02)];
B=[1
    0];
C=[1/vol 0];

H=C*inv(eye(2)*s-A)*B

%diff
%simplify
%pretty
%subs
%rank 



+	
   Iden:ficazione	
  di	
  un	
  modello	
  

Determinare:	
  
•  la	
  stru5ura	
  di	
  un	
  modello	
  
•  il	
  valore	
  numerico	
  dei	
  suoi	
  parametri	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  di	
  un	
  modello	
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+	
   Iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (1/5)	
  

•  Solo	
  parametri	
  che	
  soddisfano	
  certe	
  condizioni	
  
possono	
  essere	
  determina;	
  da	
  da;	
  di	
  input/output.	
  

•  Il	
  set	
  di	
  parametri	
  può	
  essere	
  determinato	
  qualche	
  
volta	
  unicamente,	
  qualche	
  volta	
  no.	
  

•  Problema	
  di	
  iden;ficabilità:	
  	
  	
  	
  
–  determinare	
  se	
  è	
  possibile	
  trovare	
  1	
  o	
  più	
  set	
  di	
  
soluzioni	
  per	
  i	
  parametri	
  igno;	
  del	
  modello,	
  da	
  da;	
  
raccol;	
  in	
  esperimen;	
  compiu;	
  sul	
  sistema	
  reale.	
  

–  Trovare	
  dei	
  range	
  di	
  validità	
  per	
  i	
  parametri	
  di	
  modelli	
  
non	
  iden;ficabili	
  	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (2/5)	
  

•  L’analisi	
  di	
  Iden;ficabilità	
  è	
  un	
  passo	
  
preliminare	
  nell’analisi	
  del	
  modello	
  per	
  la	
  
s;ma	
  parametrica	
  

•  Da	
  questa	
  analisi	
  si	
  o5engono	
  le	
  condizioni	
  
minime	
  necessari	
  per	
  o5enere	
  s;me	
  uniche	
  
dai	
  da;	
  reali	
  rumorosi	
  e	
  limita;.	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (3/5)	
  

•  Scopo:	
  stabilire	
  per	
  via	
  teorica	
  se,	
  data	
  la	
  stru5ura	
  del	
  
modello	
  ed	
  una	
  certa	
  configurazione	
  di	
  ingressi	
  e	
  uscite,	
  è	
  
possibile	
  risalire	
  ai	
  parametri	
  incogni;	
  del	
  modello	
  nel	
  
caso,	
  puramente	
  ideale,	
  in	
  cui	
  il	
  modello	
  è	
  senza	
  errore	
  e	
  si	
  
conoscano	
  esa5amente	
  le	
  uscite	
  a	
  tempo	
  con;nuo	
  

•  Razionale:	
  solo	
  se	
  il	
  modello	
  è	
  iden;ficabile	
  a	
  priori	
  ha	
  
senso	
  cercare	
  di	
  s;mare	
  numericamente	
  il	
  valore	
  dei	
  suoi	
  
parametri	
  dai	
  da;	
  sperimentali	
  

•  Rimedi	
  alla	
  non	
  iden;ficabilità	
  a	
  priori:	
  	
  
–  1)	
  arricchire	
  l'esperimento,	
  es.	
  aggiungendo	
  misure;	
  	
  
–  2)	
  ridurre	
  la	
  complessità	
  del	
  modello,	
  es.	
  riducendo	
  il	
  numero	
  di	
  

compar;men;	
  o	
  di	
  parametri	
  o	
  riparametrizzando	
  il	
  modello	
  o	
  
aggiungendo	
  dei	
  vincoli.	
  

•  Importanza	
  dell’iden;ficabilità	
  a	
  priori	
  nel	
  proge5o	
  
qualita;vo	
  dell’esperimento:	
  es.	
  minimo	
  numero	
  di	
  
ingressi	
  ed	
  uscite	
  che	
  garan;scono	
  l’iden;ficabilità	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (4/5)	
  	
  

•  NON	
  dipende	
  dai	
  da;	
  a	
  posteriori,	
  ma	
  
	
  	
  solo	
  dalla	
  stru5ura	
  a	
  priori	
  del	
  modello	
  

•  	
  La	
  natura	
  aleatoria	
  dei	
  da;	
  reali	
  NON	
  
	
  	
  influisce	
  su	
  ques;	
  risulta;	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (5/5)	
  

•  NON	
  IDENTIFICABILITA’	
  	
  

•  IDENTIFICABILITA’	
  GENERICA	
  

•  IDENTIFICABILITA’	
  UNIVOCA	
  



+	
  Non	
  iden:ficabilità	
  

•  Un	
  parametro	
  pi	
  si	
  dice	
  NON	
  
IDENTIFICABILE	
  nell’intervallo	
  [t0,T]	
  se	
  
esiste	
  un	
  numero	
  INFINITO	
  di	
  soluzioni.	
  	
  

•  Se	
  un	
  modello	
  ha	
  anche	
  un	
  solo	
  parametro	
  
NON	
  IDENTIFICABILE,	
  allora	
  l’intera	
  
stru5ura	
  si	
  dice	
  NON	
  IDENTIFICABILE.	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  

•  Un	
  parametro	
  pi	
  si	
  dice	
  IDENTIFICABILE	
  
nell’intervallo	
  [t0,T]	
  se	
  esiste	
  un	
  numero	
  
FINITO	
  di	
  soluzioni	
  (diverse	
  da	
  quella	
  
iden;camente	
  nulla).	
  	
  

•  Se	
  tuX	
  i	
  parametri	
  sono	
  IDENTIFICABILI,	
  
allora	
  l’intera	
  stru5ura	
  si	
  dice	
  
IDENTIFICABILE.	
  

•  I	
  parametri	
  sono	
  iden;ficabili	
  come	
  range	
  
(bounds)	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  univoca	
  

•  Un	
  parametro	
  pi	
  si	
  dice	
  UNIVOCAMENTE	
  
IDENTIFICABILE	
  nell’intervallo	
  [t0,T]	
  se	
  esiste	
  
UNA	
  E	
  UNA	
  SOLA	
  soluzione.	
  	
  

•  Se	
  tuX	
  i	
  parametri	
  sono	
  UNIVOCAMENTE	
  
IDENTIFICABILI,	
  allora	
  l’intera	
  stru5ura	
  si	
  dice	
  
UNIVOCAMENTE	
  IDENTIFICABILE.	
  	
  

•  Se	
  anche	
  un	
  solo	
  parametro	
  non	
  è	
  
UNIVOCAMENTE	
  IDENTIFICABILE,	
  allora	
  
l’intera	
  stru5ura	
  si	
  dice	
  NON-­‐UNIVOCAMENTE	
  
IDENTIFICABILE.	
  



+	
   Condizioni	
  necessarie	
  per	
  
l’iden:ficabilità	
  
il	
  sistema	
  dev’essere	
  “input-­‐“	
  e	
  “output-­‐connectable”	
  (OGNI	
  
COMPARTIMENTO	
  E’	
  RAGGIUNGIBILE	
  DA	
  ALMENO	
  UN	
  
INPUT	
  ED	
  E’	
  COLLEGATO	
  AD	
  ALMENO	
  UN	
  OUTPUT)	
  	
  

k21 k01 

k12 

k14 

k31 

k03 

k42 k04 

1 

3 

2 

4 



+	
  

n = numero 
compartimenii 
r = numero input 
m  = numero output 
p = numero parametri 

Il	
  modello	
  è	
  iden;ficabile	
  se	
  
e	
  solo	
  se	
  IL	
  RANGO	
  DELLA	
  
MATRICE	
  G(p)	
  	
  è	
  uguale	
  a	
  p	
  
per	
  ogni	
  possibile	
  valore	
  del	
  
ve5ore	
  p.	
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METODO	
  DELLA	
  MATRICE	
  DELLA	
  FUNZIONE	
  
DI	
  TRASFERIMENTO	
  



+	
   Riepilogo	
  



+	
  Modello	
  non	
  iden:ficabile	
  



+	
   Rimedi	
  alla	
  	
  
non	
  iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (1/5)	
  



+	
   Rimedi	
  alla	
  	
  
non	
  iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (2/5)	
  



+	
   Rimedi	
  alla	
  	
  
non	
  iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (3/5)	
  

k01 = α1/k12  



+	
   Rimedi	
  alla	
  	
  
non	
  iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (4/5)	
  



+	
   Rimedi	
  alla	
  	
  
non	
  iden:ficabilità	
  a	
  priori	
  (5/5)	
  

k21=sym('k21');
k02=sym('k02');
vol=sym('vol');
a1=sym('a1');
a2=sym('a2');
b=sym('b');

S = solve(k21+k02-a2, ...  
k21*k02-a1,b*vol/k21-1, ...

    k21, k02, vol)

pretty(S.k02);
pretty(S.k21);
pretty(S.vol); 



IDENTIFICABILITÀ	
  A	
  POSTERIORI	
  



+	
   Iden:ficabilità	
  a	
  posteriori	
  

•  Iden;ficabilità	
  a	
  priori:	
  esperimento	
  
“ideale”	
  

•  Esperimento	
  reale:	
  raccolta	
  di	
  da;	
  
sperimentali	
  
– y1,	
  y2,...,yn	
  in	
  corrispondenza	
  delle	
  variabili	
  x1,	
  
x2,...,xn	
  (t1,	
  t2,...,	
  tn)	
  

•  Ad	
  ogni	
  dato	
  sperimentale	
  è	
  associato	
  un	
  
errore	
  sperimentale:	
  σ1,	
  σ2,	
  ...,	
  σn	
  



+	
   S:ma	
  dei	
  parametri	
  

•  Una	
  volta	
  verificato	
  che	
  il	
  modello	
  è	
  univocamente	
  
iden;ficabile	
  a	
  priori	
  a	
  par;re	
  dai	
  da;	
  "ideali"	
  che	
  
l'esperimento	
  potrebbe	
  generare,	
  il	
  problema	
  che	
  si	
  
pone	
  è	
  quello	
  di	
  s;mare	
  i	
  valori	
  numerici	
  dei	
  
parametri	
  a	
  par;re	
  dalle	
  misure	
  effeXvamente	
  
fornite	
  dall'esperimento.	
  	
  

•  Nella	
  realtà	
  i	
  da;	
  genera;	
  dall'esperimento	
  sono	
  
affeX	
  da	
  rumore.	
  Per	
  poter	
  valutare	
  la	
  precisione	
  
delle	
  s;me	
  dei	
  parametri,	
  è	
  perciò	
  richiesta	
  una	
  
descrizione	
  formale	
  dell'errore	
  di	
  misura.	
  	
  

•  Questa	
  descrizione	
  cara5erizza	
  tu5o	
  il	
  processo	
  di	
  
s;ma	
  ed	
  è	
  stre5amente	
  legata	
  alle	
  proprietà	
  
sta;s;che	
  delle	
  s;me	
  o5enute.	
  



+	
   Esempio	
  di	
  s:ma	
  

•  Metodo	
  dei	
  minimi	
  quadra;	
  
•  Considera	
  le	
  differenze	
  tra	
  il	
  valore	
  misurato	
  e	
  
quello	
  previsto	
  dal	
  modello	
  (residui)	
  per	
  il	
  ;po	
  di	
  
esperimento	
  condo5o	
  

•  SSWR=Squared	
  sums	
  of	
  the	
  weighted	
  residuals	
  
(objec;ve	
  func;on)	
  =	
  somma	
  dei	
  quadra;	
  dei	
  
residui	
  pesa;.	
  

•  σ	
  è	
  l’errore	
  di	
  misura,	
  che	
  va	
  a	
  pesare	
  i	
  da;	
  

SSWR =
yi − f ti, p1,..., pp( )

σ i
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+	
   Valutazione	
  della	
  bontà	
  del	
  fiVng	
  

Esempi:	
  
•  Runs	
  test	
  
•  Nel	
  caso	
  dell'analisi	
  compar;mentale,	
  sono	
  
sta;	
  sviluppa;	
  degli	
  indicatori	
  apposi;	
  che	
  
perme5ono	
  di	
  confrontare	
  tra	
  loro	
  stru5ure	
  
compar;mentali	
  "concorren;":	
  
– AIC	
  (Akaike	
  Informa;on	
  Criterion):	
  N·∙ln(SSRmin)+	
  2p	
  
–  	
  SC	
  (Schwarz	
  Criterion):	
  N·∙ln(SSRmin/N)+p·∙ln(N)	
  

•  dove	
  N	
  il	
  numero	
  di	
  da;	
  sperimentali,	
  e	
  P	
  il	
  numero	
  di	
  
parametri	
  da	
  s;mare,	
  e	
  SSR	
  la	
  squared	
  sum	
  of	
  residuals	
  


