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ESEMPIO

Si consideri un manipolatore planare a 2 gdk:

| parametri di Denavit-Hartenberg sono

L1 0°
L2 0 00 'a,, 00

[ano]

(s
—

Q
—

Le matrici *~'H; risultano

Cl —Sl 0 alC'l Cg '—Sg 0 agCg

S; C, 0 a,S S, Cp, 0 aS

oxr _ |} Ot 1 191 y 2 2 202
ok Be=lo 0 1 0 H:=19 0 1 0
- 0 0 0 1 {0 0 0 1

e quindi

Cia =512 0 a,Ci+a:Ca
nsap| |S2 Ca O a;S) + a2512
0001 ] O 0 1 0

0 0 O 1

0T2 — OHI 1]:_]:2 — [

| vettori n,s,a definiscono |'orientamento dell’estremita del manipolatore (rotazione
attorno a z). mentre p definisce la sua posizione (piano x — y).
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ESEMPLO: Manipolatore antropomorfo a tre gradi di liberta
| parametri di Denavit-Hartenberg sono
| ldjflala
Lifjo}é;} 0|90°
L2 O|92|ag|~0°
L3|0!93|a3|0°
Le matrici *~1H; risultano
[ C1 0 -51 0 C‘_) —5-3 0 (_1}"_)02 Cs —Ss 0 03C3
oz |51 0 =C1 O 1 1S Gy 0 @259 9 S3 Cs3 0 a3Ss
Hi=lg 7 ¢ of ®Tl0 0 1 o0 He=19 0 1 o
0 0 0 1 0 0 0 1 : 0 0 0 1
ed il modello cinematico:
CiCa3 C1Sy3 Si Ci(aaCs + a3Cy)
o, — S51Cy3 S1S93 —C1 Si(a2Cy + a3Cas)
> Se3 —Coz 0 asSy + a3Sa3
0 0 0 1

Il versore a dipende solo dal primo giunto. La posizione p. non dipende da 6.
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ESEMPIO: Manipolatore sferico a tre gd|

ZS
I
xa/L
Z, 3
T\ L, |
‘I2 zé ' 2 yz
A3
Xy L, X,
1, e
LO
/
Parametri di Denavit-Hartenberg:
d{fdla| «
L1} 0}16;|0]—90°
L2 dy{6,]0] 90°
L3)ds}] 010} 0°
Le matrici di Denavit-Hartenberg risultano:
(C, 0 =S 0] (C2 0 S, 0] (1000
S: 0 C; 0 S 0 -C, 0O 0100
0 — 1 1 1 = 2 2 2H — )
Hi=1y 1 ¢ o H 01 0 d 71001 4
| 0 0 0 1] 00 0 1] 000 1]

e il modello cinematico-

CiCy =S8y C1S8: —dyS) + d5C1S,
P _ C)S; Ci S$,5; d,Cy + d35,5;
1| | =S, 0 C, d;C,
0 0 0 1

5} _ln s a
T3‘[000

Il terzo giunto non influisce sull'orientamento, il versore s dipende solo dal primo
giunto.
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ESEMPIO: Polso sferico a tre gdl

| parametri di Denavit-Hartenberg sono

a (63
L4l ofa,]0]—-90°
5] 0lasl0] 90°
L6]ds|8:[0] 0
Quindi
C, 0 =S, 0 Cs 0 S5 0 [06—5600
S, 0 Cq O S 0 —Cs 0 Se Cs 00
3 . 4 4 4_: 5v>a 5 —
H4“0—100H°0100H6001ds
o 0 o0 1| "0 0 0 1 0 0 01

La matrice di trasformazione omogenea diventa:

[ CiC5Cs — S4Ss —S4Cs — C4CsSs CiSs dsCaSs
S4CSCG + C4SG C4C§ - 540555 5455 d55455

_SSCG ' 8555 Cs d505
L 0 0 0 1

3T6 —

La matrice di rotazione in questo caso coincide con la matrice di rotazione degli angoli
di Eulero ZYZ.

C¢CaC¢, - S¢S¢. —C¢COS¢ - S‘#Ci’ ,C'és’
—Sgc,g SaS,{, CO

In altri termini, gli angoli del manipolatore in questo caso coincidono con gli angoli di
Eulero.




Ti

ROBOTICA INDUSTRIALE KM - 25

ESEMPIO: Manipolatore di Stanford

I, AR
z
xl I"l
Jl
LO

Componendo il manipolatore cilindrico a tre gdl col polso sferico si ottiene il “Mani-
polatore di Stanford”. un robot a 6 gradi di liberta. Poiche le definizioni date per i sdr

associati ai link sono consistenti. si puo semplicemente comporre la T, del braccio
cilindrico con la 3T del polso sferico ed ottenere

O _ O0m 3 _ |D S ap
To="Ts T“‘[0001J

dove

= 51(S4C5C + C4Ss) + C1(C2(CaCsCis — S4Ss) — $355Cs)
n=-: 01(540505 +-C4S§) + Sl(—5255Ce + C2(C4CSCG - 5456))
~C555Cs — 52(040506 - 5456) _

~51(CeCs ~ S4CsSs) + Ci(=C2(S4Cs + 0405'36) + 525556)
8= C1(C4Cs — S4CsSs) + S51(5,55S6 — C>(S4Cs + CiCsSs))
C2S5Ss + 52(S4Cs + C4C5Ss)

—S51548s + C1(S;Cs +'CyC4Ss)
a= 015455 + 51(5205 + 020455)
CyCs — 5,C4 S5
—d251 + d3C1S; + dg(C,S5Cs 1 C1C2C4Ss — 515,485)
P= dzcl + d35182 + ds(SpSng + 81020455 + 015485)
d3Cy + dg(CoCs — S53C4Ss) '
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PUMA 260

Robot antropomorfo a 6 gradi di liberta:

o “Braccio” con busto, spalla e gomito ~ 3 gdl

o Polso sferico — 3 gdl

C.) Shouider roation 310°
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ESEMPIO: PUMA 260

Gli angoli 6; ruotano attorno agli assi Z;_y: as & la distanza tra gli assi z; e 2» (paralleli
in questo caso), ds & l'offset tra le origini di FF2 e di FF3 e d I'offset tra le origini
di FF3 e FF4. Le origini di FF4. FF5. FF6 coincidono. Tutti gli angoli o; sono o 0°

o 90°.

d |§1|a o
L1y 0 {6, 0] 90°
L2 0 16,]|e,| 0°
L3 —-ds{85| 0| 90°
L4y dy {6410 | —90°
L5 0 [65] 0] 90°
Lef 0 |65/ 0| 0°
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Trasformazioni canoniche:

[Cc, 0 S 0 Cy, =S, 0 a,C, C; 0 S35 O
S, 0 —=C; 0 S, C, 0 a8 S5 0 -C; 0
0 _ 1 1 1 2 2 202 2 _ 3 3
Hi=l9 1 0 o Holg 0 1 0 Hi=119 1 0 -4
00 0 1 0 0 0 1 00 0 1
(Cc, 0 =S, 0] (Cs 0 S5 0] Cs =S5 0 0]
S, 0 C; 0] Ss 0 -Cs 0 Ss Cs 0 0
3 _ 4 4 4 _ 5 5 5 . 6 6
H“‘o - 0 d, H“‘o 1 0 0 He=1\19 o 1 d;
|0 0 0 1] 00 0 1 0 0 01|

CiCoC3 — C182S; Sy C1C3S5, + C1C253 a,CCy — d35;
020351 - 515253 —Cl 038152 + 025153 Cld3 + a20251

0 -
Ts= ) 0,0,+CSs 0 —(CoCs) + $25s 0252
0 0 0 1
[ CsCsCs — S4Ss -(0684) — CyCsSs Cy4Ss  CydsSs W
37 = CsCsS1+ CsSs  CiCg— C554Ss SuSs  dsS54Ss

—(0585) S5 Ss Cs d.:, -+ Csde
0 . 0 ' 0 1
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OTs =" Tg = T, 3T = [

O w
o oW
- g
| DEEUE— |

n
0
con

—(C]_ (C50554 + C‘Sq)) + 51(02(—(0115355) + C3(CgC5Ce - 5456)) - 52(030555 + S, (CACSCG - S‘Sg)))

[ 51{CsCsSy + CySs) + C1(C2(—(Cs5Ss) + C3(C(CsCe - S456)) = 52(C3CsSs + 53(CiCsCs — 5,Ss)))
n=
52(—~(CsS38s) + C3{CiCsCs — 5,55)) + C2(C1CsSs + 53{CyCsCq — 5:55))

—(01 (C"Ce - C55455)) + S; (02(535553 + Cg(—(0554) - 040555)) - Sz(—(CJSssa) - 33(_(0634) - C(CSSG)))

[ Sl(C‘CG - 055455) + Cl (Cq(SgSsSG + CJ(‘(C(;S'() - 040555)) - Sj(‘(casssﬁ) + SJ(_(CGS() - C4C5SG)”
8=
S52(5385Ss + Ca(~(CsS4) — CyCsSs)) + Ca(—(C555Ss) + S3(—(CsSi) = CiCs56))

—(015455) -+ S; (02(0553 - C3C455) - Sz(—(C:;Cs) -+ C45355))

[ 515485 + C1{C2(Cs 83 + C3C4Ss) — Sa(—(C3Cs) + C(S535s))
a=
52(0553 + 030455) - C:(—(C;;Cs) -+ 045355)

~(Cu(~ds + daS4Ss)) + 51(a2C + C((dy + Csd5) S + C3Cids Ss) — Sa(—(Ca(ds + Csds)) + CudsS3Ss))

[ Si(=dy + ds5.Ss) + C1(a2C2 + C3((dy + Csds) S5 + C3C4dsSs) — Sa(—(Cs(dy + Csés)) + CadsShSs))
p =
2252 + S’.’((d4 + Csde)sz + 03044'.355) + Cg(-(Cg(Ch + C5dc,)) - C;L',;S;Sr,)
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ESEMPIO

Manipolatore planare a 4 gdl (ridondante):

| parametri DH sono

hd|f]a]a
LL]0[6 a0
L2 0]921a2|0°
L3]|0}8s]as|0°
L4a]0]6s]as]0e

Le matrici *"*H; risultano formalmente tutte uguali

Ci —S,' 0 a,-C;
-1y, = S; Ci 0 a;5;
' 0 0 1 0O
0 0 0 1
e quindi
Crazs —Si22¢ 0 a;1Cy + @2C12 + a3Cr23 + a4Craae
0m _ O 1 7.3y | B s a p|_ | S Ci2aa 0 a;5) + a2512 + a3S123 + @351234
Te="H HzH”H*‘[ooo1 1 o 0 1 0
’ 0 0 0 1

| vettori n.s,a definiscono |'orientamento dell’estremitd del manipolatore (rotazione
attorno a z), mentre p definisce la sua posizione (piano x — y, p. = 0).
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MODELLO CINEMATICO INVERSO

MODELLO CINEMATICO DIRETTO:

o funzione f(q) che permette di passare dalle variabili di posizione di giunto qgeR”
alla posizione/orientamento dell’estremitd del manipolatore.

o La definizione di f(q) & concettualemente semplice e presenta aspetti tali da
poter definire tecniche generali per poterla calcolare.

MODELLO CINEMATICO INVERSO:

e passare da posizione/orientamento dell'estremita del manipolatdre alle variabili
di giunto non & altrettanto semplice.

Non esiste alcuna tecnica di carattere generale che applicata d3 una soluzione

Esistono pero importanti casi di strutture di robot per i quali & possibile utilizzare
schemi di soluzione gia definiti.

* La soluzione che si ottiene non & unica. Si possono avere:

— nessuna soluzione (se si parte da un punto esterno allo spazio di lavoro);

— insieme finito di soluzioni (una o pit)

— infinite soluzioni.
¢ Si ricercano soluzioni in forma chiusa e non numeriche:

— per ragioni computazionali, la soluzione in forma analitica & tipicamente pi
veloce da calcolare una volta che si ha I'espressione generale;

— esprimendo le soluzioni analiticamente & possibile selezionarne una in parti-
colare.
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Per ottenere una soluzione in forma chiusa al problema della cinematica inversa, esi-
stono essenzialmente due tecniche:

e una di carattere ALGEBRICO. che consiste in manipolazioni delle equazioni ci-
nematiche fino ad ottenere un insieme di relazioni che permettono un’inversione
delle equazioni.

e una di carattere GEOMETRICO che si basa, quando e se possibile, su con-
siderazioni di tipo geometrico. dipendenti dalla struttura del manipolatore. che
aiutano nella soluzione.
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MANIPOLAZIONE DELLE EQUAZION! CINEMATICHE

Per un manipolatore a sei gradi di libert3 si ha una equazione del tipo

OT¢ = 0H1(41) "Hy(ga) . .. *Hs(gs)

equivalente a 12 equazioni nelle 6 incognite g;, 1 = 1,...,6.

Dato che sia i valori degli elementi della matrice 9T che la struttura delle *"YH; sono

noti, premoltiplicando e postmoltiplicando si ottiene

[*Hi(g) ... “"Hilg)]™ °Te [“Hjsi(gjs)... *He(ge)] ™! = Hizt(gis1) - "‘-IH';“(Q;')

ottenendo altre 12 equazioni per ogni coppia (z,7), 1 < ;.

Selezionando le espressioni pil semplici fra quelle cosi ricavate, & spesso possibile

ottenere una soluzione al problema.
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X e
SOLUZIONE DEL MANIPOLATORE\SFERICO

Da °T; = °H, 'H, *H, segue che

Cl Sl O 0 -n: S; Q- P=- -C?. 0 n’.’ d3S’Z -
0 -10 _ 0 0-10 ny Sy ay py _ Sp_ 0 —C-g —d3(}_> _ lH
()™ T = -S, Cr 00||n, s, a; p| |0 1 0 dy | H
0 oo01flo oo 1] (00 0 @1

e quindi, uguagliando i vettori posizione,

pzcl + pysl ‘ d3S2
1Pp = —p: | = —dCe
_pISI + pyCI d2

dipende solo da 8, e d;! Ponendo a = tan§,/2 si ha

_1-a? . 2a
1+ a? Ty a?

n
e sostituendo nell'ultimo elemento di p,

9 —I:}: :2r+p2—
(d2 +py)a’® +2p.a+dy —p, =0 = a= L : —
d2+py

Due soluzioni possibili! ((p2 + p2 — d3) > 072
Allora

f, =2 atan2 (—p, + \/pi + pg —d3, dy+ Py)
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Il vettore 'p, & definito come

p:C1 + pySI d3 S,
lpp - —D: = —'dBCZ
—p:S1 + p,Cy dy

Dalle prime due componenti si ha

p:Cr+p,S1 35
"Pz B —~d3C,

da cui
0, = atan2 (p.C1 +p,S1, p-)

Infine, elevando a quadrato e sommando le prime due componenti

d3 = \/(chx +pyS1)? + p?
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APPROCCIO GEOMETRICO

Mentre non esistono considerazioni generali che possono guidare nel trovare una
soluzione in forma algebrica, essendo questa tecnica troppo legata alle espressioni

~ delle equazioni cinematiche dirette. esistono considerazioni che ajutano per quanto
riguarda la soluzione per via geometrica.

APPROCCIO D1 PIEPER

Per molte strutture di manipolatori industriali vale il cosiddetto "disaccoppiamento
cinematico”, che permette di scomporre il problema in due sottoproblemi:

1. determinazione della soluzione inversa al problema del posizionamento

2. determinazione della soluzione al problema dell orientamento dell’estremita del
manipolatore.

Esiste a questo riguardo un risultato trovato da un ricercatore, Pieper, che afferma che |

condizione sufficiente per trovare una soluzione in forma chiusa per un manipolatore
a sei gradi di liberta e che esistano

— tre giunti di rotazione consecutivi i cui assi si intersecano in un punto:
oppure

~
— tre giunti di rotazione consecutivi i cui assi sono paralleli.

In molti manipolatori industriali a 6 gradi di liberta. i primi tre sono solltamente uti-
lizzati per il posizionamento del polso. il quale ha tipicamente altri tre gradi dl_hberta
per |'orientamento. " S g maE
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Per un manipelatore a polso sferico una scelta naturale & scomporre il problema in

1. posizionamento del punto p, intersezione dei tre assi del polso:

2. orientamento dell'attrezzo
Si procede dunque come segue:

1. si calcola la posizione di p, dalla conoscenza di °Ts e delle sue sottomatrici R
e p: ' '

P, =P —dsa

p, risulta fipicamente funzione delle séle variabili ¢y, ¢2, ¢3:
2. si risolve la cinematiéa inversa per qy, go, qs.
3. si determina la matrice di rotazione. OR; dovuta ai brimi tre giunti;
4. sicalcola 3R = ‘RI R:

5. si risolve la cinematica inversa dell orientamento
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SOLUZIONE DEL MANIPOLATORE ANTROPOMORFO A 3 GDL

0

Jz xo LZ
xl
J

Z
Ll
I
1

Dalla configurazione geometrica si ha immediatamente che

8, = atan2 (p,, p=)

Per quanto riguarda 8, 03. si osservi che il braccio rimane in un piano individuato da

g,. Si ha dunque

p:+ 7P

(R

2 442 2 2

TP, 42— 43 ;

Lz S3=%y1-C
2&203

2
3

(7333

f; = atan2 (Ss, “C:;)

Inoltre, per ragionamento geometrico si arriva facilmente a:

0, = atan2 (p,, \/p2+ p? ) —atan2(a35s, a2 + a3Cs)
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/

Notare che si pud avere anche la soluzione

0, = matan2 (p,, p.), g

0~
Il
=)
|
D
3

Si hanno quindi quattro possibili soluzioni:

spalla destra-gomito alto:

spalla destra-gomito basso:
spalla sinistra-gomito alto

spalla sinistra-gomito basso:

diverso orientamento!

Deve essere p, £ 0, Py 70

configurazione singolare)
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SOLUZIONE DEL POLSO SFERICO

7z X

ay s ]
. e
(T

Sia data la-matrice

n-. S- G-
3 —_
Rg=|n, Sy
n, S5, a.

Dalle equazioni cinematiche dirette si ha che

CsCsCs ~ 5485 —SiCs — CyCs5Ss C.Ss |

3R6 = 540506 + C456 C.gCe - 540556 5455
—Sscc SsS(‘, CS

La soluzione & quindi data da (vedi angoli di Eulero ZY7Z)

e per f5 € [0, ]

8, = atan? (ay, a:)
s = atan2( el +a?, a.)

b = atan2(s,, —n,)

e per f5 € [—,0]:
8; = atan2-q?, —a?)
fs = atan2 — a§+a§, a.)

06 = atan2—s,, —n,)
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SPAZIO DI LAVORO DI UN MANIPOLATORE

- Volume individuato dall'origine della terna utensile quando ai giunti del manipolato:
si fanno assumere tutti i possibili valori.

Alcuni distinguono lo:

- spazio di lavoro raggiungibile (in almeno un orientamento);
- spazio di lavoro destro (con tutti gli orientamenti possibili);

Il secondo & un sottoinsieme del primo. .

Lo spazio di lavoro dipende dalla geometria del manipolatore e dagli intervalli di va
abilita dei singoli giunti.

Lo spazio di lavoro raggiungibile pud essere calcolato considerando la parte p di posizio
della 9.

P= p(q) Gi.min < q: < Gimaz: 1= 1: R ¢

Essendo p(q) una funzione continua, il volume cosi definito & finito, chiuso e connes
ed & quindi descrivibile dalla sua superficie di frontiera.

Poiché i giunti sono o rotoidali o prismatici, il volume & racchiuso da superfici plan
sferiche, cilindriche o toroidali.
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1O - Manipolatore planare a due gradi di liberta.

:1.0m, as = 1.3m e 6, € [~70 +60] f; € [—130 +100]. si ha che lo spazio di
iello spazio di giunto & un rettangolo nel piano ; —

)
. 100
>
—701 60¢ 8,
£
=

lo spazio di lavoro raggiungibile &

Spazio di lavoro
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Se gli intervalli di variazione dej

By € [-100 + 100], allora
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e lo spazio di lavoro raggiungibile diviene

Soazio di lavoro

giunti sono diversi, per esempio 8, € [—90 = ¢
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€ [-70 + 60], # € [-150 + 100}, se a; = 1.5m, ay = 1.0m si ha

Spazio di lavoro

Spazio di lavoro




